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Для численного моделирования нестационарных турбулентных отрывных несжимаемых тече-
ний применяются осредненные по Рейнольдсу уравнения Навье-Стокса. При моделировании тур-
булентности используются однопараметрические дифференциальные модели турбулентности. Ре-
шение системы исходных уравнений получено с помощью неявного конечно-объемного численного
алгоритма, базирующегося на методе искусственной сжимаемости и многоблочных вычислитель-
ных технологиях. Тестирование разработанных методик проведено на задачах о циркуляционном
течении в квадратной каверне, обтекании неподвижного и вращающегося цилиндров. Проведено
сравнение результатов расчетов обтекания неподвижного и колеблющегося профилей. Представ-
лены результаты расчета роторов Дарье и Савониуса с различным количеством и геометриче-
скими характеристиками лопастей. Выполнен анализ поля течения вокруг роторов. Выделены
основные стадии формирования вихревой структуры. Установлено влияние числа Рейнольдса,
коэффициентов быстроходности и заполнения на энергетические характеристики роторов Дарье
и Савониуса.
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Введение

Интенсивное развитие авиации, кораблестроения, транспорта привлекло

большое внимание к исследованию отрывных течений при различных зна-
чениях режимных параметров и конфигурациях обтекаемых тел. Отрывное

течение – часто встречающийся и, вместе с тем, наиболее сложный для иссле-
дования вид движения реальной жидкости [7]. Главная особенность отрыв-

ных течений заключается в том, что после появления отрыва потока течение
становится нестационарным [3,25,26]. Несущие способности крыльев, аэроди-
намические характеристики летательных аппаратов, кораблей и подводных

лодок, эффективность гидромашин и ветроустановок непосредственно зави-
сят от развития отрыва потока. Зарождение и развитие отрыва потока, ха-

рактеристики отрывных течений определяются большим числом параметров.
Изучению этого сложного явления посвящено много экспериментальных [25,

26, 41] и теоретических работ [6, 7, 27].
Первые теоретические результаты были получены с помощью классиче-

ской теории пограничного слоя, которая, однако, не позволяет учитывать
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сильное взаимодействие пограничного слоя с внешним потоком. Наиболее
важные теоретические и практические результаты по расчету течений с от-

рывом потока были получены с помощью асимптотической теории вязкой
жидкости и полуэмпирических методов, базирующихся на априорном выбо-

ре модели течения на основе численного или физического экспериментов [6].
Среди различных подходов, применяемых к решению этой проблемы, важное

место занимает математическое моделирование на основе уравнений Навье-
Стокса. В настоящее время его роль возрастает с развитием ЭВМ, совершен-
ствованием используемых моделей и численных методов, а также в связи с

возможностью заменить расчетом дорогостоящий, а в ряде случаев практи-
чески невозможный физический эксперимент. Дополняя друг друга, расчет и

эксперимент предоставляют новые возможности для изучения сложных вза-
имозависимых процессов.

Основная проблема получения нестационарных решений уравнений Навье-
Стокса несжимаемой жидкости заключается в трудностях одновременного
решения уравнений количества движения и уравнения неразрывности. На

первом этапе развития численных алгоритмов решения уравнений Навье-
Стокса для несжимаемых течений чаще использовались переменные завих-

ренность-функция тока [22, 9, 27]. На основе данного подхода было решено
большое количество прикладных задач, но расчеты пространственных задач

с использованием функций тока весьма затруднительны.

Применение физических переменных позволяет решать двумерные и трех-
мерные задачи по единому алгоритму. Основные математические проблемы

при решении уравнения Навье-Стокса связаны с различным типом диффе-
ренциальных уравнений для законов сохранения массы и количества дви-

жения. Различные способы преодоления указанных трудностей связаны с
использованием для определения давления специального уравнения Пуассо-

на [1, 37], уравнений для поправок [1, 14], различных штрафных функций [24],
дополнением уравнения неразрывности нестационарным членом [37], регуля-

ризацией матрицы коэффициентов при производных по времени [4, 8, 12, 23,
29, 30].

При решении уравнений несжимаемой жидкости в физических перемен-

ных применялся метод маркеров и ячеек (МАС) [10, 34, 35, 37], алгоритм
SIMPLE [14, 33, 42], метод искусственной сжимаемости [37], в последнее вре-

мя значительный прогресс в повышении эффективности численных алгорит-
мов достигнут при использовании локального предобуславливания [49, 55].
Обзор указанных методов можно найти в работах [15, 16].
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В последние годы для моделирования течения несжимаемой жидкости
все чаще применяются подходы, использующие эффекты сжимаемости [36,

50]. Практика применения уравнений сжимаемого газа показывает низкую
работоспособность данной модели при малых числах Маха. Это связано с

жесткостью исходных уравнений для низкоскоростных течений вследствие
значительных различий в характерных временах конвективного переноса и

распространения акустических возмущений. Данное препятствие может быть
преодолено применением предобуславливания (preconditioning) [36, 50].

Метод искусственной сжимаемости представляет собой разумный компро-

мисс между указанными выше подходами. С одной стороны, за счет добавле-
ния к уравнению неразрывности производной давления по времени исходная

система уравнений приводится к единому типу. Это позволяет напрямую со-
гласовать поля давления и скорости на одном временном слое.

Выбор модели турбулентности для расчета отрывных течений составляет
отдельную проблему. Несмотря на существенный прогресс в моделировании

турбулентности крупными (LES) и отсоединенными (DES) вихрями, прямым
численным моделированием (DNS), при решении практических задач широко
используются только модели на основе осредненных по Рейнольдсу уравне-

ний Навье-Стокса (RANS). При замыкании RANS используются алгебраиче-
ские, одно- и двухпараметрические модели турбулентной вязкости. Большую

популярность получила однопараметрическая модель Спаларта-Аллмараса,
демонстрирующая разумный компромисс между вычислительными затрата-

ми и точностью получаемых результатов.

В настоящей работе для исследования нестационарных турбулентных не-
сжимаемых отрывных течений применяются осредненные по Рейнольдсу урав-

нения Навье-Стокса. Основное внимание в работе уделено исследованию раз-
вития отрыва несжимаемого потока при обтекании неподвижных, колеблю-

щихся и вращающихся цилиндра и профиля, роторов Дарье и Савониуса.

1. Постановка задачи
Исходные уравнения. Для описания нестационарных турбулентных от-

рывных несжимаемых течений воспользуемся осредненными по Рейнольдсу

уравнениями Навье-Стокса несжимаемой жидкости

∂uj

∂xj
= 0, (1)
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∂ui

∂t
+
∂ (ujui)

∂xj
= −1

ρ

∂p

∂xi
+

∂

∂xj

[
νeff

(
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

)]
, (2)

где xi, i = 1, 2 – декартовые координаты; t – время; ui – декартовы составля-

ющие вектора средней скорости; p – давление; νeff = ν + νt – эффективный
коэффициент кинематической вязкости; ν и νt – молекулярный и турбулент-

ный коэффициенты кинематической вязкости.

Моделирование турбулентности. Для замыкания осредненных по Рей-

нольдсу уравнений Навье-Стокса используются дифференциальные однопа-
раметрические модели Spalart-Allmaras [53], SARC [52, 54] и SALSA [48], ко-

торые разработаны для задач внешней дозвуковой аэродинамики.
Однопараметрическая модель турбулентности Spalart-Allmaras (SA) [53]

разработана в 1992 году и предназначена для описания равновесных тече-
ний типа пограничного слоя для задач внешнего обтекания при малых углах

атаки с небольшими отрывными зонами. Генерация турбулентности опреде-
ляется ротором поля скорости.

В 1997 году Spalart и Shur предложили модификацию исходной модели

SARC [52, 54] введением дополнительных эвристических функций для учета
кривизны линий тока и вращения твердой обтекаемой поверхности.

В 2003 году сотрудниками TU Berlin была предложена модификация
SALSA [48], в которой генерация турбулентности связывалась не с ротором

поля скорости, а с тензором скоростей деформаций. Кроме того, на осно-
ве опыта использования первоначальной модели были внесены изменения в

константы. Различного рода модификации позволили более точно учитывать
нестационарные эффекты в турбулентности.

Стандартная модель турбулентности Спаларта-Аллмараса (Spalart-

Allmaras – SA) [53] предназначена для определения размерного кинематиче-
ского коэффициента турбулентной вязкости

νt = ν̃t · fv1, (3)

где fv1 = χ3
/ (
χ3 + c3v1

)
– демпфирующая функция кинематических вязко-

стей χ = ν̃t/ν. Здесь ν̃t – рабочая переменная. Уравнение для определения ν̃t

в модели Спаларта-Аллмараса имеет вид [53]

Dν̃t

Dt
= cb1S̃ν̃t +

1

σ

∂

∂xk

[
(ν + ν̃t)

∂ν̃t

∂xk

]
+
cb2
σ

∂ν̃t

∂xk

∂ν̃t

∂xk
− fw

[
cb1
k2

+
1 + cb2
σ

] [
ν̃t

d

]2

.

(4)
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Первое слагаемое в правой части (4) – источниковый член генерации тур-
булентности, где

S̃ ≡ fv3W +
ν̃t

k2d2
fv2, W =

√
2WijWij , (5)

Wij = 0.5 (∂ui /∂xj − ∂uj /∂xi) – тензор завихренности. Функция fv2 опреде-
ляется с помощью соотношения

fv2 = 1 − χ

1 + χfv1
. (6)

Второе и третье слагаемые в правой части (4) отвечают за диссипацию
турбулентности. Четвертое – за деструкцию турбулентности вблизи твердой
стенки и содержит функцию

fw = g

[
1 + c6w3

g6 + c6w3

]1/6

, (7)

где g = r+cw2(r
6−r), r =

ν̃t

S̃k2d2
. Здесь d – расстояние до ближайшей стенки.

Значения констант: k = 0.41 – константа Кармана, σ = 2/3 – турбулентное
число Прандтля, cb1 = 0.1355, cb2 = 0.622, cv2 = 5.0, cw2 = 0.3, cw3 = 2,

cv1 = 7.1, fv3 = 1.

Модель турбулентности Спаларта-Аллмараса, с учетом вращения и

кривизны линий тока (Spalart-Allmaras for Rotation and Curvature – SARC)
разработана Spalart и Shur [52]. В модели SARC [52], в отличие от стандартной

SA [53], слагаемое генерации турбулентности умножается на эвристическую
функцию fr1,

fr1 = (1 + cr1)
2r∗

(1 + r∗)

[
1 − cr3 tan−1 (cr2r̃)

]
− cr1 , (8)

где cr1 = 1, cr2 = 12. Константа cr3 определена Spalart и Shur [52] в диапазоне

0.6 ÷ 1.0. В настоящей работе cr3 = 0.6. Функция r∗ определяется как r∗ =
S/W . Здесь

S =
√

2SijSij , W =
√

2WijWij , Sij = 0.5 (∂ui/∂xj + ∂uj/∂xi)

– тензор скоростей деформаций. Функция r̃ согласно [52] имеет вид

r̃ = 2WikSjk

[
DSij

Dt
+ (εimnSjn + εjmnSin) Ωm

]/
D4 , (9)
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где Ωm – значение угловой скорости вращения относительно оси xm, εimn –
компоненты тензора третьего ранга Леви-Чивита, D =

√
0.5 (S2 +W 2).

Модель Спаларта-Аллмараса, адаптированная к тензору скоростей де-
формаций (Strain-Adaptive Linear Spalart-Allmaras Model – SALSA) [48] явля-

ется развитием оригинальной модели SA. Она основана на принципе вихревой
вязкости для слабосжимаемых течений с пренебрежимо малыми флуктуаци-
ями плотности.

Уравнение для определения ν̃t в модели Спаларта-Аллмараса, адаптиро-
ванной к тензору скоростей деформаций, записывается в виде [48]

Dν̃t

Dt
= c̃b1S̃ν̃t +

∂

∂xk

[(
ν +

νt

σ

) ∂ν̃t

∂xk

]
+
cb2
σ

∂ν̃t

∂xk

∂ν̃t

∂xk
− fw

[
c̃b1
k2

+
1 + cb2
σ

] [
ν̃t

d

]2

.

(10)
От стандартной модели турбулентности Спаларта-Аллмараса SALSA от-

личается модификацией членов генерации, диссипации и деструкции турбу-
лентной вязкости. Стандартный коэффициент cb1 модифицируется в слагае-

мом генерации следующим образом

c̃b1 = cb1
√

Γ , Γ = min (1.25, max (γ, 0.75)) , γ = max (α1, α2) , (11)

α1 =

(
1.01

ν̃t

k2d2S∗

)0.65

, α2 = max
(
0, 1 − tanh

( χ
68

))0.65

. (12)

Основное отличие SALSA от стандартной модели турбулентности SA за-
ключается в использовании тензора скоростей деформаций вместо тензора
завихренности, а именно

S̃ = S∗
[(

1

χ

)
+ fv1

]
, S∗ =

√
2S̃ijS̃ij, S̃ij =

1

2

[(
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

)]
− 1

3

∂uk

∂xk
δij .

(13)
Функции, которые входят в слагаемое деструкции, имеют следующий вид

r = 1.6 tanh

[
0.7

(
Ψ

S̃

)]
, Ψ =

ν̃t

k2d2
. (14)

Значения всех остальных констант такие же, как и в стандартной модели SA.
Начальные и граничные условия. В качестве начальных условий за-

давались параметры невозмущенного потока во всей расчетной области. На
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внешней границе применялись неотражающие граничные условия. На по-
верхности твердого тела ставилось условие прилипания. В моделях турбу-

лентности SA, SARC, SALSA значение рабочей переменной на теле задава-
лось равным нулю ν̃t = 0, на входной границе ν̃t = 0.1, на выходной – стави-

лось условие Неймана.

2. Программно-методическое обеспечение для численного
моделирования нестационарных течений на основе уравнений
Навье-Стокса

Разработка программно-методического обеспечения для численного моде-

лирования нестационарных несжимаемых турбулентных течений на основе
уравнений Навье-Стокса включает следующие этапы: запись исходных урав-
нений в криволинейных неортогональных координатах, получение их дис-

кретного аналога, построение расчетных сеток, решение системы алгебраи-
ческих уравнений, визуализация результатов расчетов.

Система исходных уравнений (1,2), замкнутая одной из дифференциаль-
ных моделей турбулентности, интегрировалась численно с использованием

метода контрольного объема. Разработанный численный алгоритм базирует-
ся на трехслойной неявной схеме Rogers-Kwak [45, 46], имеющей второй по-

рядок точности интегрирования по времени, третий порядок противопоточ-
ной аппроксимации конвективных слагаемых, и второй порядок центрально-
разностной аппроксимации диффузионных членов

Im
∂D̂

∂t
+
∂D̂

∂τ
= − ∂

∂ξ

(
Ê − Êν

)
− ∂

∂η

(
F̂ − F̂ν

)
= −R̂ , (15)

где R̂ – вектор невязок уравнений,

D̂ =
1

J



p
u

v


 , Ê =

1

J




βU
ξxp+ uU + ξtu

ξyp+ vU + ξtv


 , F̂ =

1

J




βV
ηxp+ uV + ηtu

ηyp+ vV + ηtv


 ,

(16)

Im = diag [0, 1, 1] .

Вязкие члены в криволинейной системе координат имеют вид

Êν =
ν + νt

J Re




0(
ξ2
x + ξ2

y

)
uξ + (ξxηx + ξyηy)uη(

ξ2
x + ξ2

y

)
vξ + (ξxηx + ξyηy) vη


 ,
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F̂ν =
ν + νt

J Re




0
(ξxηx + ξyηy)uξ +

(
η2

x + η2
y

)
uη

(ξxηx + ξyηy) vξ +
(
η2

x + η2
y

)
vη


 , (17)

где

J =
∂ (ξ, η)

∂ (x, y)
= det

[
ξx ξy
ηx ηy

]

– якобиан преобразования координат; ξt = −xτξx − yτξy, ηt = −xτηx − yτηy,

ξx = Jyη , ξy = −Jxη , ηx = −Jyξ , ηy = Jxξ

– метрические коэффициенты;

U = ξxu + ξyv, V = ηxu + ηyv

– контравариантные компоненты вектора скорости; Re – число Рейнольдса.

Для создания дискретного аналога исходных уравнений использовались
регулярные сетки. В неодносвязных областях применялись многоблочные вы-
числительные технологии, в которых размерность отдельных пересекающих-

ся сеток (блоков) не связана между собой. Такой подход позволил вырабо-
тать единую методологию расчета течений вязкой жидкости при обтекании

тел сложной геометрической формы.

В моделях турбулентности для аппроксимации конвективных слагаемых
применялась схема TVD с ограничителем потоков ISNAS третьего порядка.

Производные в вязких членах аппроксимировались центрально-разностной
схемой второго порядка.

Алгоритм решения уравнений базируется на трехслойной неявной схеме с
подытерациями по псевдовремени τ второго порядка точности по физическо-
му времени t


Itτ +

(
∂R̂

∂D̂

)n+1,m


(
D̂n+1,m+1 − D̂n+1,m

)
=

= −R̂n+1,m− Im
∆t

(
1.5D̂n+1,m − 2D̂n + 0.5D̂n−1

)
,

(18)

Itτ = diag

[
1

∆τ
,

1

∆τ
+

1.5

∆t
,

1

∆τ
+

1.5

∆t

]
, (19)
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где верхний индекс n обозначает момент времени t = n∆t. Для решения урав-
нений (4) и выполнения уравнения неразрывности на слое n+1 вводится псев-

довременной слой m. Уравнения решаются итеративно, так чтобы ûn+1,m+1

и v̂n+1,m+1 приближались к значению скорости ûn+1, v̂n+1 на новом времен-

ном слое, а дивергенция скорости стремилась к нулю. Полученная блочно-
матричная система алгебраических уравнений решалась методом итераций

Гаусса-Зейделя.
Рассмотренная выше постановка задачи и численная методика реализова-

ны в виде универсального комплекса программ, разработанного по модульно-

му принципу, позволяющих включать новые модели турбулентности, числен-
ные методики, геометрии обтекаемых поверхностей, визуализировать струк-

туру течений.

а)

б)

в)

г)

Рис. 1. Контуры завихренности при обтекании цилиндра (Re=200)

для моментов времени: а) t = 0; б) t = 2; в) t = 4; г) t = 6.

3. Верификация и тестирование программно-методического
обеспечения

Современные требования к достоверности получаемых численных резуль-
татов и надежности программно-методического обеспечения требуют тща-
тельного тестирования и верификации разработанного комплекса программ.
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В разделе представлены результаты тестирования разработанной методики,
алгоритмов и комплекса программ на задачах о развитии течения в квад-

ратной каверне и обтекании неподвижного цилиндра несжимаемой жидко-
стью Kwak [16].

Получены структура стационарного и нестационарного ламинарного тече-
ния в следе за цилиндром, коэффициенты лобового сопротивления, подъем-

ной силы и числа Струхаля. Показано, что при числах Рейнольдса Re≤ 5
обтекание цилиндра происходит без отрыва потока. Увеличение числа Рей-
нольдса приводит к возникновению и развитию отрыва потока от поверх-

ности цилиндра. При числах Рейнольдса Re< 45 реализуется стационарный
режим обтекания, который характеризуется наличием в ближнем следе двух

симметричных вихрей. Обтекание цилиндра при Re> 45 сопровождается об-
разованием вихревой дорожки Кармана с числом Струхаля, зависящим от

числа Рейнольдса (рис. 1). Результаты исследований хорошо согласуются с
известными расчетными и экспериментальными данными.

a) б) в)

Рис. 2. Профили скорости при обтекании кругового цилиндра (Re= 100) в зависимости

от линейной скорости поверхности: (а) α = 0; (б) α = 1.0; (в) α = 2.0.

4. Обсуждение результатов расчетов

На базе разработанного программно-методического обеспечения выполне-
но численное моделирование нестационарных турбулентных отрывных несжи-

маемых течений: обтекание вращающегося цилиндра [18], докритическое и
закритическое обтекание неподвижного и колеблющегося профилей [19,20],

роторов вертикально-осевых ветроагрегатов Дарье и Савониуса [21,20,43,44].
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4.1. Ламинарное обтекание вращающегося цилиндра
(эффект Магнуса)
Параметры задачи выбраны такими, при которых течение было ламинар-

ным. Результаты расчетов показали, что вращение приводит к ускорению те-
чения на одной стороне цилиндра и замедлению на другой в зависимости от

величины α (отношение линейной скорости вращения поверхности цилиндра
к скорости невозмущенного потока). Профили скорости показаны на рис. 3.

Цилиндр вращается против хода часовой стрелки.

a) б)

в)

Рис. 3. Контуры завихренности при обтекании кругового цилиндра (Re= 100) в зависимости от

линейной скорости поверхности: (а) α = 0; (б) α = 1.0; (в) α = 2.0.

Контуры завихренности для различных значений α в момент времени, со-

ответствующий минимуму подъемной силы при Re= 100, показаны на рис. 3.
С ростом скорости вращения вихри в следе, сошедшие с верхней стороны

цилиндра, становятся более крупными, чем вихри, которые сходят с проти-
воположной стороны (рис. 3б). При α ≥ 2.0 наблюдается наличие двух стаци-
онарных вихрей, присоединенных к цилиндру (рис. 3в). Вращение цилиндра

приводит к возникновению поперечной силы, величина и знак которой зави-
сит от значений α (рис. 4).

С увеличением величины α давление на верхней части цилиндра становит-

ся большим, чем на нижней, и появляется ненулевая, осредненная по време-
ни, поперечная сила (сила Магнуса). Фазовые диаграммы (зависимость CL

от CD) для Re= 100 приведены на рис. 6. Замкнутость фазовых диаграмм
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свидетельствует о периодической структуре течения. При значении α=1.9
фазовая диаграмма переходит в точку.

Таким образом, при постоянной скорости обтекания на цилиндр действуют
аэродинамические силы, переменные по величине, направлению и частоте,

зависящие от значений текущей угловой скорости.

4.2. Докритическое и закритическое обтекание профиля
NACA 4412 турбулентным потоком
Было выполнено сравнение результатов расчетов обтекания профиля

NACA 4412 при числе Re= 1.64 × 106 с использованием моделей турбулент-

ности SA, SARC и SALSA.
Установлено, что для докритического режима обтекания профиля (сла-

бый отрыв – 12◦) выбор модели турбулентности не оказывает существенного

влияния на результаты расчетов.
На закритическом режиме обтекания профиля (массивный отрыв – 18◦)

наибольшие размеры отрывной зоны наблюдаются при использовании мо-
дели турбулентности SALSA (рис.7). Модель турбулентности SA генерирует

более наполненный профиль турбулентной вязкости в пограничном слое по
сравнению с моделями SARC и SALSA (рис. 8). Использование модели SARC
приводит к незначительному улучшению получаемых результатов по сравне-

нию с SA. Модель турбулентности SALSA лучше, чем SA и SARC передает
нестационарную двумерную структуру течения с развитым отрывом потока.

Рис. 4. Изменение коэффициента подъем-

ной силы CL от времени t (Re= 100).

Рис. 5. Фазовая диаграмма зависимости

подъемной силы от лобового сопротивления

для различных значений α (Re= 100).
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a)

б)

в)

а)

б)

в)

Рис. 6. Линии тока, построенные по мгновен-

ному полю скоростей при угле атаки 18◦:

а) SA; б) SARC; в) SALSA.

Рис. 7. Изополосы турбулентной вязкости

при угле атаки 18◦: а) SA; б) SARC; в)

SALSA.

Распределение коэффициента давления по поверхности профиля для углов

атаки 12◦ и 18◦ приведены на рис. 9. До угла атаки 12◦ наблюдается хоро-
шее совпадение результатов по всем исследуемым моделям турбулентности

с экспериментальными данными. При углах атаки, больших 12◦, применение
модели SALSA приводит к заметному улучшению получаемых результатов.

До угла атаки 12◦ результаты, полученные с использованием моделей тур-

булентности SA, SARC и SALSA, для коэффициентов подъемной силы и ло-
бового сопротивления близки между собой и хорошо совпадают с эксперимен-

тальными данными (рис.10). Использование модели турбулентности SALSA
приводит к существенному улучшению получаемых результатов в сравнении
с моделями SA и SARC при закритическом режиме обтекания.
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а) б)

Рис. 8. Распределение коэффициента давления по поверхности профиля NACA 4412

для различных углов атаки: (а) 12◦; (б) 18◦.

а) б)

Рис. 9. Зависимость коэффициентов подъемной силы (а) и лобового сопротивления (б)

от угла атаки для профиля NACA 4412.

4.3. Обтекание осциллирующего профиля NACA 0015
Расчеты обтекания осциллирующего профиля NACA 0015 проведены при

числе Рейнольдса Re= 1.95× 106 для трех режимов обтекания: а) слабый от-

рыв потока, соответствующий среднему углу атаки α0 = 4◦; б) докритическое
обтекание профиля (развитый отрыв), соответствующее α0 = 11◦; в) закри-
тическое обтекание профиля (массивный отрыв), соответствующее α0 = 15◦.
Мгновенный угол атаки крыла определялся по закону α (t) = α0 +α1 sin (ωt).
Амплитуда колебаний составляла α1 = 4.2◦, а безразмерная частота k =

ωc/2V∞ = 0.1. Основное течение в случае докритического обтекания профи-
ля крыла при наличии развитого отрыва потока (α0 = 11◦) – стационарное,

отрывная зона не превышает половины длины профиля, наблюдаются от-
дельные колебания в следе и в части отрывной зоны. Зависимости коэффи-
циентов подъемной силы и лобового сопротивления профиля от угла атаки
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при гармонических колебаниях представлены на рис. 10. Движение по кри-
вым направлено по часовой стрелке (рис. 10). Результаты, полученные с ис-

пользованием модели турбулентности SALSA, удовлетворительно совпадают
с экспериментальными данными.

а) б)

Рис. 10. Зависимости коэффициентов подъемной силы (а) и лобового сопротивления (б) от

углового положения профиля крыла (α0 = 11
◦

).

На этих рисунках нанесены в соответствии со следующими обозначениями:
− – модель SA −−−−−−−−− – модель SALSA

(настоящая работа); (настоящая работа);
⋄ – эксперимент ◦ – эксперимент

(статический профиль) [51]; (колеблющийся профиль) [40];
△ – модель Baldwin-Barth N – модель Wilcox
(расчет [32]); k − ω (расчет [32]);

� – модель SA (расчет [32]); • – модель SALSA (расчет [32]).

Структура течения при закритическом обтекании профиля и наличии мас-

сивного отрыва потока (α0 = 15◦) характеризуется ярко выраженными неста-
ционарными явлениями (рис. 12). Отрыв потока зарождается на подветрен-

ной стороне вблизи носика профиля, распадаясь затем на систему вихрей с
различными скоростями движения.

Разработанная методика воспроизводит структуру нестационарного от-
рывного обтекания осциллирующего профиля NACA 0015. Показано преиму-

щество модели турбулентности SALSA по сравнению с моделями SA, SARC
при расчете течений с развитым двумерным нестационарным отрывом пото-
ка.
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Рис. 11. Контуры завихренности, полученные по модели турбулентности SALSA:

а) 19◦ ↑; б) 19◦ ↓; в) 17
◦ ↓; г) 14◦ ↓ (↑- профиль движется вверх, ↓ - профиль движется вниз).

4.4. Роторы вертикально-осевых ветроустановок
Разработка и усовершенствование альтернативных источников энергии яв-

ляется актуальной проблемой энергетики. К одному из перспективных на-
правлений решения данной проблемы относится ветроэнергетика. Большое

распространение в мире получили двух- и трехлопастные горизонтально-
осевые (ГО) ветроэнергетические установки (ВЭУ) пропеллерного типа. Это

связано с высоким коэффициентом использования энергии ветра. Близки-
ми значениями коэффициента мощности из вертикально-осевых (ВО) ВЭУ
обладают только роторы Дарье.

Повышение мощности ВЭУ и увеличение коэффициента использования
энергии ветра делает задачу выбора рациональной аэродинамической фор-

мы ротора весьма актуальной. Ведущую роль в работе ВЭУ играют неста-
ционарные аэродинамические процессы, поэтому основным направлением ис-

следований должна быть разработка новых универсальных методов расчета
нестационарных процессов при обтекании потоком роторов ветроагрегатов.

Известные методики определения аэродинамических и энергетических ха-
рактеристик роторов ВЭУ основаны на экспериментальных данных, импульс-
ной и вихревой теориях, численном решении уравнения потенциала [5, 11,

41]. Они используют определенные допущения при постановке задачи (ква-
зистационарность потока, отсутствие учета вязко-невязкого взаимодействия

и т.д.). Главными трудностями в расчете нестационарных процессов при об-
текании роторов ВО ВЭУ являются эффекты динамического срыва потока.

До настоящего времени ни одна из известных упрощенных моделей не да-
вала возможности адекватно рассчитать аэродинамические характеристики
роторов в случае динамического срыва потока.
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Уравнения Навье-Стокса являются одной из наиболее полных математи-
ческих моделей механики жидкости и газа. Применение их совместно с диф-

ференциальной моделью турбулентности, уравнением динамики ротора поз-
воляет исследовать особенности нестационарного обтекания, структуру поля

скоростей, динамический срыв потока, процессы формирования и распада
вихрей вокруг самого ротора, а также в следе за ветроагрегатом. Одним из

наиболее перспективных направлений расчета аэродинамических и энергети-
ческих характеристик ротора ВЭУ является совместное численное решение
уравнений динамики вязкой несжимаемой жидкости и твердого тела.

Рассматрим ортогональные роторы Дарье и Савониуса, лопасти которых

имеют длину, многократно превышающую хорду (рис. 12). В таком случае
можно пренебречь концевыми эффектами на лопастях и воспользоваться ги-

потезой о плоскопараллельной структуре течений. Таким образом, задача
обтекания ВО ВЭУ допускает двумерную постановку в плоскости, перпенди-

кулярной оси вращения ротора. Роторы Дарье и Савониуса полагаем абсо-
лютно твердыми. Поскольку для максимальных скоростей ветра и значений
коэффициента быстроходности локальные числа Маха низкие (M < 0.3), по-

ле течения принято несжимаемым.

Уравнение вращения ротора вертикально-осевой установки относительно
неподвижной оси имеет следующий вид

Iz
dω

dt
= Q−Qld −Qfr , (9)

где Iz – момент инерции ротора; ω – угловая скорость вращения; Q – крутя-

щий момент, обусловленный действием потока на лопасти ВЭУ; Qld – момент
полезной нагрузки, приложенный к валу электрогенератора; Qfr – результи-

рующий момент трения в электромеханической системе ветроагрегата.

Ротор Дарье. Ниже представлены результаты численного моделирова-
ния обтекания вращающейся одиночной лопасти, а также ротора Дарье с
двумя и тремя лопастями.

Численное моделирование обтекания вращающейся лопасти проведено при

различных коэффициентах быстроходности λ. По коэффициенту тангенци-
альной силы при λ1 = 2.5 наблюдается широкий разброс эксперименталь-

ных и расчетных данных (рис. 13). Результаты работы лучше согласуются
с известными экспериментальными данными, чем расчеты других авторов,
особенно в наветренной части траектории лопасти.
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а) б)
Рис. 12. Расчетные схемы для роторов Дарье (а) и Савониуса (б).

Основной крутящий момент создается на наветренном участке траектории

лопасти (рис. 14). Анализ результатов расчетов показал, что поток, проходя
через наветренный участок траектории лопасти, теряет часть своей кинети-

ческой энергии. Именно поэтому коэффициент крутящего момента лопасти
больше на этом участке, чем на подветренном. На подветренном участке тра-
ектории он минимальный (λ1 = 2.5, λ2 = 5.0) или, вообще, отрицательный

(λ3 = 7.5).

Рис. 13. Изменение коэффициента танген-

циальной силы лопасти CT от углового

положения ротора θ

— – расчет [39]; ◦, + – эксперимент [39];

△ – расчет [41]; ————————— – настоящая работа.

Рис. 14: Изменение неосредненных коэф-

фициентов крутящего момента CQ от

углового положения ротора θ для различных

коэффициентов быстроходности λ.
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Для иллюстрации особенностей обтекания ротора Дарье были выбраны
геометрические параметры и коэффициент быстроходности, соответствую-

щие экспериментальной работе G. Brochier [31] (рис. 15). На рис. 15б кроме
стандартной визуализации вихрей добавлены сплошные и прерывистые ли-

нии, а также отдельные точки для того, чтобы стиль интерпретации расчет-
ных данных соответствовал стилю визуализации экспериментальных данных

работы G. Brochier [31]. Приведена реконструкция структуры течения при
работе двух- и трехлопастного роторов Дарье для коэффициента быстроход-
ности λ = 2.14 на основе натурного (а) и вычислительного (б) экспериментов

(рис. 16). Для наглядности оставлены вихри максимальной интенсивности.
Выделены стадии зарождения, развития и срыва вихрей при различных по-

ложениях лопасти на траектории.

В целом картина течения вблизи ротора Дарье характеризуется суще-

ственными нестационарными явлениями. К ним относятся: динамический
срыв потока, образование сложной системы вихрей, повышение уровня турбу-

лентности в затененной области, взаимодействие вихрей различных размеров,
скоростей движения и интенсивности с подвижными поверхностями роторов.

Полученная картина течения хорошо согласуется с имеющимися эксперимен-
тальными данными [31].

Установлено влияние чисел Рейнольдса, коэффициентов быстроходности
и заполнения на энергетические характеристики ротора Дарье (рис. 17, 18).

Показано, что рост числа Рейнольдса приводит к увеличению значений коэф-
фициента мощности (рис. 17, 18). При уменьшении коэффициента заполне-

ния ротора Дарье коэффициент мощности становится менее чувствительным
к изменению коэффициента быстроходности.

Ротор Савониуса. При численном моделировании обтекании двух- и
трехлопастных роторов Савониуса выполнены три типа вычислительных экс-

периментов. Первый тип – вычислительные эксперименты для неподвижного
ротора Савониуса, который фиксировался при различных углах относитель-

но набегающего потока с шагом ∆θ = 10
◦

. Для большинства угловых поло-
жений ротора Савониуса осредненный по времени коэффициент крутящего
момента положительный.
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а) а)

б) б)

Рис. 15. Визуализация течения при работе

двухлопастного ротора Дарье для коэффи-

циента быстроходности λ = 2.14 на основе

натурного (а) и вычислительного (б) экспе-

риментов.

Рис. 16. Реконструкция структуры течения

при работе двухлопастного ротора Дарье для

коэффициента быстроходности λ = 2.14 на

основе натурного (а) и вычислительного (б)

экспериментов.

Второй тип – вычислительные эксперименты при фиксированном коэффи-
циенте быстроходности ротора. Коэффициенты крутящего момента и мощно-
сти двух- и трехлопастного ротора Савониуса определялись осреднением за

один полный оборот. Вращение ротора при λ = 1.4 характеризуется квазиста-
ционарным режимом обтекания. Выделены основные стадии формирования

вихревой структуры при вращении ротора (рис. 19, 20). Периодичность в
структуре течения вокруг ротора наблюдается через 180

◦

и 120
◦

для двухло-

пастного и трехлопастного соответственно. Визуализация обтекания выпол-
нена с помощью контуров завихренности. Определены зависимости коэффи-
циентов крутящего момента и мощности от коэффициента быстроходности.
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У двухлопастного ротора значения энергетических характеристик выше, чем
у трехлопастного (рис. 21). Полученные результаты удовлетворительно со-

гласуются с известными экспериментальными данными [28].

Рис.17. Зависимость осредненного коэффи-

циента мощности ротора Дарье от коэффи-

циента быстроходности для различных чисел

Рейнольдса (σ = 0.67).

Рис. 18. Зависимость осредненного коэффи-

циента мощности ротора Дарье от коэффи-

циента быстроходности для различных коэф-

фициентов заполнения (Re= 105).

Третий тип вычислительных экспериментов – решение связанной задачи

динамики и аэродинамики трехлопастного ротора Савониуса. Проанализиро-
вана картина течения вокруг ротора, приведены зависимости коэффициентов

лобового сопротивления, подъемной силы и крутящего момента, а также уг-
ловой скорости вращения от времени (рис. 22).

Расчет проводился в три этапа. Целью первого этапа (t = 0 ÷ 7) было
получение периодического течения, по структуре похожего на дорожку Кар-
мана. На втором (t = 7 ÷ 13) и третьем (t = 13 ÷ 23) этапах совместно с

аэродинамической задачей решалось уравнение вращения ротора Савониуса.
С момента времени t = 7 ротор освобождается и вращается под действием

набегающего потока ветра.
Вращение ротора приводит к увеличению интенсивности вихрей. Часто-

та схода вихрей определяется скоростью набегающего потока, характерными
размерами и частотой вращения самого ротора.

На третьем этапе, в момент времени t = 13, к ротору Савониуса прикла-
дывается момент нагрузки. Происходит стабилизация угловой скорости вра-
щения ротора (относительно среднего значения ω = 2.8), а также возникают

близкие к периодическим, колебания коэффициентов лобового сопротивле-
ния, подъемной силы и крутящего момента (рис. 22).



Д.А.Редчиц. Математическое моделирование отрывных ... 139

а) а)

б) б)

в) в)

г) г)

д) д)

Рис. 19: Контуры завихренности возле

подвижного (λ = 1.4) двухлопастного ро-

тора Савониуса: а) θ = 0◦; б) θ = 45◦;

в) θ = 90◦; г) θ = 135◦; д) θ = 180◦.

Рис. 20. Контуры завихренности возле

подвижного (λ = 1.4) трехлопастного ро-

тора Савониуса: а) θ = 0◦; б) θ = 30◦;

в) θ = 60◦; г) θ = 90◦; д) θ = 120◦.
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а) б)

Рис. 21. Зависимость осредненного за один оборот коэффициента мощности CP от коэф-

фициента быстроходности λ двух-(а) и трехлопастного (б) ротора Савониуса △, � - экспери-

мент B. Blackwell (Re= 4.32 × 105, Re= 8.64 × 105); N, � - настоящая работа (Re= 4.32 × 105,

Re= 8.64 × 105).

Рис.22: Изменение неосредненных коэффициентов лобового сопротивления CD, подъемной си-

лы CL, крутящего момента CQ и угловой скорости вращения ω трехлопастного ротора Савониуса

от времени t и углового положения ротора θ.

5. Выводы
Для численного моделирования нестационарных турбулентных отрывных

несжимаемых течений применяются осредненные по Рейнольдсу уравнения

Навье-Стокса. Замыкание системы уравнений осуществлено с помощью мо-
дели турбулентности Спаларта-Аллмараса и её модификаций. Реализация

используемого подхода выполнена с помощью разработанного программно-
методического обеспечения численного решения уравнений Навье-Стокса не-
сжимаемой жидкости в произвольных неортогональных координатах на по-



Д.А.Редчиц. Математическое моделирование отрывных ... 141

движных сетках. Выполнено тестирование программно-методического обес-
печения на задачах о циркуляционном течении в квадратной каверне, обтека-

нии неподвижного и вращающегося цилиндров. Проведено сравнение резуль-
татов расчетов обтекания неподвижного и колеблющегося профилей. Пред-

ставлены результаты расчета роторов Дарье и Савониуса с различным ко-
личеством и геометрическими характеристиками лопастей. Выполнен анализ

поля течения вокруг роторов. Выделены основные стадии формирования вих-
ревой структуры. Вязкие и динамические эффекты играют основную роль в
работе ротора Дарье, максимальный крутящий момент создается на навет-

ренном участке траектории лопасти. Установлено влияние числа Рейнольдса,
коэффициентов быстроходности и заполнения на энергетические характери-

стики ротора Дарье.
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MATHEMATICAL MODELLING OF SEPARATED FLOWS
ON THE BASIS OF UNSTEADY NAVIER-STOKES EQUATIONS

D.A. Redchits
Institute of Transport Systems and Technologies NANU,

Dnepropetrovsk, Ukraine

The Reynolds averaged Navier-Stokes equation is applied to the numerical simulation of unsteady
turbulent separated incompressible flows. The one-parameter differential models of turbulence models
are used. The solution of the initial equation system is obtained using the implicit finite-volume
numerical algorithm which is based on the artificial compressibility method. Besides, overlapped
structured grids are applied in multidomain areas. Verification of developed CFD code is fulfilled on
problems concerning the circulating flow in the square cavity, the flow near fixed and rotated cylinders.
Comparison of of calculations concerning the flow near fixed and oscillating airfoil is carried out. The
results of calculations of Darrieus and Savonius rotors with different number of blades and blades
with differnt geometrical characteristics are proposed. The analysis of flow near rotors is done. Main
stages of vortex development are allocated. The Reynolds number influence on power characteristics
of Darrieus and Savonius rotors is found as well as tip-speed-ratio and solidity.

Key words: separated flow, Reynolds number, Navier-Stokes equations, imcompressible liquid,

vortex, turbulence, Darrieur and Savonius rotors.


